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Introduction

Les deux problèmes fondamentaux de l’Analyse Numérique Matricielle sont, d’une part, la résolution des systèmes linéaires, et d’autre part, le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres des matrices. 

Il y a trois types d’erreurs commis lors de la résolution d’un système linéaire :

· Les erreurs d’arrondi, dues aux limites imposées par l’ordinateur.

· Les erreurs de troncature, qui apparaissent dans les méthodes itératives ( par opposition aux méthodes directes )

· Le conditionnement du problème : un problème est mal conditionné lorsque des ‘petites’ variations sur les données (les éléments d’une matrice, les composants d’un vecteur, etc…) entraînent de ‘fortes’ variations sur le résultat (la solution d’un système linéaire, les valeurs propres d’une matrice, etc…), même calculé exactement.

Dans le cadre du projet de calcul numérique nous allons nous intéresser au problème de résolution de systèmes linéaires. Plus précisément nous allons étudier une méthode directe de résolution d’un système linéaire qui est la méthode de Cholesky.

1 Les méthodes numériques de résolution de systèmes linéaires

Les méthodes numériques pour la résolution des systèmes linéaires et l’inversion matricielle appartiennent à deux classes : les méthodes directes et les méthodes itératives.

Parmi les méthodes directes, nous trouvons les méthodes d’élimination de variable (Gauss et sa variante LU, Jordan), la méthode de Cholesky, la méthode de Householder et sa variante QR.

Parmi les méthodes itératives, nous trouvons les méthodes linéaires (Jacobi, Gauss-Seidel), la méthode du gradient conjugué.

Pour un système à matrice de petite ou moyenne taille, la meilleure méthode est la méthode de Gauss (à utiliser de préférence l’algorithme avec recherche du pivot maximum pour diminuer les erreurs d’arrondi). Si nous devons résoudre plusieurs systèmes ayant la même matrice il faut penser à la variante LU. Nous avons aussi la méthode de Jordan, mais elle est déconseillée car elle est plus coûteuse en calculs, sauf dans le cas de l’inversion matricielle.

 La méthode de Householder (ou QR) est également très onéreuse et n’est utilisée que dans le cadre du calcul des valeurs propres.

Si la matrice est symétrique et définie positive, la méthode de Cholesky est la meilleure.

Pour un système à matrice de grande taille (ordre de plusieurs centaines ou plus) et symétrique définie positive, la méthode du gradient conjugué est la plus performante.

Généralement on utilise les méthodes itératives linéaires si la matrice a une diagonale fortement dominante.
2 Méthode directe de résolution linéaire 

Nous allons considérer le problème de la résolution numérique d’un système linéaire Au=b, dont la matrice A est inversible.

Le principe des méthodes directes revient à la détérioration d’une matrice M inversible telle que la matrice MA soit supérieure; c’est ce qui correspond à la procédure d’élimination. Il reste ensuite à résoudre le système linéaire :     

MAu=Mb,

par la méthode de la remontée, ( dans les calculs effectifs, on ne calcule pas explicitement la matrice M, mais seulement la matrice MA et le vecteur Mb )

Ce principe est la base de la méthode de Gauss pour le système linéaire à matrice ‘quelconque’ et de la matrice de Cholesky pour les systèmes linaires à matrices symétriques définies positives.

En Analyse Numérique Matricielle, toute matrice inversible peut s’écrire comme le produit d’une matrice triangulaire inférieure L par une matrice triangulaire supérieure U. cette factorisation se simplifie quelque peu dans le cas des matrices symétriques définies positives; elle devient la factorisation de Cholesky, que nous allons étudier dans la cadre de ce projet.  

Les méthodes de Gauss et de Cholesky sont basées sur la factorisation de la matrice du système linéaire en un produit d’une matrice triangulaire inférieure. 

3 La méthode de Cholesky


La méthode de Cholesky consiste à décomposer une matrice A  symétrique, définie positive en un produit A=LLT, où L est une matrice triangulaire inférieure. Une telle décomposition est utilisée en particulier pour la résolution de systèmes d'équations linéaires au sens des moindres carrés (cf. Annexe : résolution du problème des moindres carrés).
Soit A une matrice symétrique définie positive alors il existe une matrice triangulaire inférieure L=(lij) avec lij=1, 1<= i <=n, et une matrice triangulaire supérieure U telles que 

A=LU.

Une telle matrice admet alors une factorisation unique.

De plus il se trouve qu’il existe une factorisation analogue mais plus simple. Car elle ne fait intervenir qu’une seule matrice. De façon plus précise, nous allons montrer par le théorème ci-dessous que l’on peut écrire une telle matrice A sous la forme :


A=LLT . 
L : matrice réelle triangulaire inférieure

Cette égalité constitue une factorisation de Cholesky de la matrice A.

3. 1 Factorisation de Cholesky d’une matrice

Si A est une matrice symétrique définie positive, il existe (au moins) une matrice réelle triangulaire inférieure B telle que :






A=LLT .

De plus on peut imposer que les éléments diagonaux de la matrice L soient tous  > 0. La factorisation A=LLT  correspondante est alors unique.

La factorisation de Cholesky consiste, pour une matrice symétrique définie positive A, à déterminer une matrice triangulaire inférieure L tel que : A=LLT.

La matrice L est en quelque sorte une « racine carrée » de A. Cette décomposition permet notamment de calculer la matrice inverse A-1, de calculer le déterminant de A (égal au carré du produit des éléments diagonaux de L) ou encore de simuler une loi multinormale.

Démonstration :
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De l'égalité A=LLT on déduit :
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puisque lpq=0 si 1≤p<q≤n.

La matrice A étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient vérifiées pour i≤j, c'est-à-dire que les éléments lij de la matrice L doivent satisfaire :
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Pour i=1, on détermine la première colonne de L :
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d'où [image: image6.png]



(j=2) a12 = b11l21 d'où [image: image7.png]212
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... 

(j=n) a1n = l11ln1 d'où [image: image8.png]



On détermine la ième colonne de L, après avoir calculé les (i-1) premières colonnes :

(j=i) [image: image9.png]


d'où [image: image10.png]



(j=i+1) [image: image11.png]Qiipr = lilipn + .+ liligr



d'où [image: image12.png]Gigp1 = T bl
lipi= e P




... 
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Il résulte du théorème précédent qu'il est possible de choisir tous les éléments bii>0 en assurant que toutes les quantités
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sont positives.

3. 2 Résumé de la méthode de Cholesky de résolution d’un système Ax=b
1ère partie : détermination de la matrice L et LT
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 symétrique définie positive il existe [image: image17.png]


 triangulaire inférieure inversible telle que :[image: image18.png]
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 colonne par colonne en commençant par l'élément diagonal : 
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2ème partie : résolution du système triangulaire L y =b
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3ème partie : résolution du système triangulaire L T x =y
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Un exemple rédigé :
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1ère  étape : Calcul de L 
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2ème  étape : résolution du système triangulaire L y =b
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Récapitulatif 

3ème  étape : résolution du système triangulaire L T x =y
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La solution du système est donc :


3. 3 Coût 

Comptons le nombre d’opérations élémentaires rencontrées dans l’application de cette méthode :

n extractions de racines carrées,

(n-1) + (n-2) + . . . . +1 = n(n-1) / 2 divisions,

(n-1) + 2 (n-2) + . . . . + (n-2)2 + (n-1) = ( n3 – n ) / 6 additions,

(n-1) + 2 (n-2) + . . . . + (n-2)2 + (n-1) = ( n3 – n ) / 6 multiplications,

Résolution des systèmes linéaires Ly = b et LTx = y. ces résolutions nécessitent :

n ( n-1) additions,

n ( n-1) multiplications,

2n divisions,

Au total, la méthode de Cholesky nécessite de l’ordre de :

n3 / 6 additions,

n3 / 6 multiplications,  

n2 / 2 divisions,

n extractions de racines carrées,

Ce qui se compare très favorablement aux n3 / 3 additions,  n3 / 3 multiplications, et n2  / 2 divisions, de la méthode de Gauss. Il y a donc un avantage à appliquer la méthode de Cholesky plutôt que la méthode de Gauss pour résoudre un système linéaire à matrice symétrique définie positive.

Enfin, on notera que le calcul du déterminant d’une matrice symétrique définie positive est immédiat à partir de sa factorisation de Cholesky  A=LLT puisque :

dét (A)  = (l11 l22  .  .  .  . .  .  lnn )2
4 Implémentation de la méthode  de Cholesky

4. 1 Calcul en virgule flottante 

La représentation des réels en virgule flottante entraîne fatalement des erreurs: 

· de représentation lors d'une affectation. Elles viennent du fait qu'un nombre réel quelconque n'admet pas de représentation exacte en virgule flottante. 

· d'arrondi dans les calculs. À la suite d'une opération arithmétique, le résultat est tronqué (c'est-à-dire que des chiffres significatifs sont effacés) pour pouvoir être codés en virgule flottante. 

Ces erreurs peuvent être dramatiques, dans des algorithmes sensibles aux erreurs. Lors d'une opération simple, l'erreur effectuée est petite, mais si l'algorithme amplifie ces erreurs, le résultat peut être complètement faux. 

4. 2 Structure de données

Pour la saisie des matrices, nous avons décidé d’effectuer une redirection des fichiers de la matrice A et du vecteur B
Pour cela nous avons mis en place un script shell qui demande à l’utilisateur d’entrer le nom du fichier de la matrice A puis le nom du fichier du vecteur B. Si ce dernier n’est pas présent l’utilisateur tape le mot ‘rien’. Alors un fichier vecteur B sera généré par +/- 1/ racine de la taille de la matrice.
Le fichier matrice doit être de la forme suivante :

Nombre de  ligne
nombre de colonnes
Nombre d’éléments
Puis pour ces éléments

Numéro de ligne 
Numéro de colonne

élément A(ligne,colonne)
Ces données sont séparées par des tabulations

Pour le vecteur, il suffit d’entrer les éléments lignes par lignes

Comme par exemple pour un vecteur de taille 4 :


1


1


1


1

Nous nous sommes basés sur les matrices du site Matrix Market

Ces 2 fichiers permettront de construire le fichier tmp.txt qui est en fait la fusion de ces derniers.

La taille des matrices doit être inférieure à 1500 lignes et colonnes. Cette constante est définie dans le programme Fortran dans : MAX

4. 3 Mode d’emploi du programme

Pour effectuer un calcul suivant la méthode de Cholesky, vous devez vous procurer une matrice symétrique définie positive.
Puis vous lancez le programme par

 ./cholesky.sh

Le shell vous demandera le chemin vers le fichier matrice A puis vers le vecteur B sous le format présenté en section 4.2

N’oubliez pas d’enlever la ligne de commentaire des fichiers MatrixMarket avant de lancer notre programme.

Si vous ne possédez par de fichier vecteur B , il suffit de taper `rien` lors de la saisie du nom de fichier

Un vecteur B sera automatiquement généré à partir de la taille de la matrice A 
Ce vecteur sera généré par +/- (1/ racine de la taille de la matrice)

Le shell proposera de stocker le résultat dans un fichier resultat.txt. Cela est très utile dans le cas des grandes matrices mais pourra très vite prendre de l’espace disque.

4. 4 Algorithme
Voici les différentes procédures pour la saisie et le calcul suivant la méthode de cholesky
Nous ne détaillerons pas ici le calcul de la matrice et l’appel de ces différentes procédures
Pour chaque procédures vous trouverez le nom, la description ainsi que les différentes variables utilisées
action : LECT_TAILLE(N ,NBELEM)

Données :  /

Données / Résultats :  

Résultats : N entier : entier lu, NBELEM entier : entier lu nombre d’éléments de la matrice
Locales : 

Description : lecture de la taille de la matrice et de son nombre d’élément

AFFICHER('Taille de la matrice')

LIRE(N, N,  NBELEM)


 SI (N<0) ALORS


 AFFICHER('Erreur la dimension doit etre positive !'


 stop


FIN SI


 SI (NBELEM<=0) ALORS


 AFFICHER('Erreur la matrice est vide !'


 stop


FIN SI

FIN PROCEDURE LECT_TAILLE

action : INIT_MATRIX(N,A)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée

Données / Résultats :  

Résultats : A(N,N) réel : matrice carrée de taille N 
Locales : ligne, colonne : entier

Description : On initialise à 0 la matrice colonne par colonne

  POUR colonne de 1 à N

       POUR ligne de colonne à N

    A(ligne,colonne)=0.0


 FIN POUR

  FIN POUR

FIN PROCEDURE INIT_MATRIX

action : LECT_MATRIX(N,NBELEM,A)

Données :  N : entier taille de la matrice carrée, NBELEM entier : nombre d’éléments de la matrice

Données / Résultats :  

Résultats : A(N,N) réel : matrice carrée de taille N lue
Locales : i,ligne, colonne : entier

Description : On lit les NBELEM de la matrice . chaque éléments est composé de la manière suivante ligne, colonne puis la valeur de A à ces coordonnées

  POUR i de 1 à NBELEM

    LIRE( ligne , colonne, A(ligne,colonne) )

   FIN POUR

FIN PROCEDURE LECT_MATRIX

action : LECT_VECTEUR(N,B)

Données :  N entier : taille du vecteur

Données / Résultats :  

Résultats : B(N) réel : vecteur de taille N lu
Locales : ligne : entier

Description : saisie d’un vecteur de taille N

POUR ligne de 1 à N

   AFFICHER(ligne :)

   LIRE(B(ligne))

  FIN POUR

FIN PROCEDURE LECT_VECTEUR

action : COMPLETE_MATRIX(N,A)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée

Données / Résultats :  A(N,N) réel : matrice carrée de taille N lue

Résultats : 
Locales : ligne, colonne : entier

Description : On complète la matrice triangulaire inférieure par son symétrique

  POUR ligne de 1 à N

   POUR colonne de 1 à ligne-1

     A(colonne,ligne)= A(ligne,colonne)

   FIN POUR

  FIN POUR

FIN PROCEDURE COMPLETE_MATRIX

action : AFFICHE_MATRIX(N,A)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée, A(N,N) réel : matrice carrée de taille N lue

Données / Résultats :  

Résultats : 
Locales : ligne, colonne : entier

Description : on affiche la matrice complétée colonne par colonne, ligne par ligne

On ne peut pas afficher le tout sur une ligne donc on met l’indice devant le résultat

  POUR ligne de 1 à N

      POUR colonne de 1 à N


   AFFICHER( (',ligne,',',colonne,') = ', A(ligne,colonne) )


FIN POUR

  FIN POUR

FIN PROCEDURE AFFICHE_MATRIX

action : AFFICHE_VECTEUR(N,X)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée, X(N) réel : vecteur de taille N 

Données / Résultats :  

Résultats : 
Locales : ligne : entier

Description : on affiche le vecteur ligne par ligne

POUR ligne de 1 à N

   AFFICHER( (',ligne,') = ', X(ligne) )

FIN POUR

FIN PROCEDURE AFFICHE_VECTEUR

action : CALCUL_DE_L(A,N,L)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée, A(N,N) réel : matrice carrée de taille N 

Données / Résultats :  

Résultats : L(N,N) réel : matrice carrée de taille N 
Locales : I,J,K : entier, SOMME : réel
Description : on calcule la matrice l par la décomposition de cholesky

{calcul du premier élement de L}

  L(1,1)=RACINE(A(1,1))

{calcul du reste de la 1ère colonne}


  POUR I de 2 à N



L(I,1)=A(I,1)/L(1,1)


  FIN POUR

{On détermine la ième colonne de L, après avoir calculé les (i-1) premières colonnes }


  POUR J de 2 à N



POUR I de 2 à N




SI(I<J) ALORS





L(I,J)=0.0




SINON SI(I=J) ALORS





  SOMME=0.0





  POUR K de 1 à I-1






SOMME=SOMME+L(I,K)**2.

  FIN POUR

              SI ((A(I,I)-SOMME)<=0.0) ALORS

     AFFICHER('Erreur la matrice doit etre definie positive !'

   



     STOP

        FIN SI

   L(I,I)=RACINE(A(I,I)-SOMME)



  
      SINON





   SOMME=0.





   POUR K de 1 à J-1






SOMME=SOMME+L(I,K)*L(J,K)





  FIN POUR





  L(I,J)=(A(I,J)-SOMME)/L(J,J)

  

          FIN SI



FIN POUR


 FIN POUR

FIN PROCEDURE CALCUL_DE_L

action : CALCUL_DE_Y(L,B,N,Y)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée, L(N,N) réel : matrice carrée de taille N , B(N) réel : vecteur de taille N

Données / Résultats :  

Résultats : Y(N) réel : vecteur de taille N 
Locales : I,J : entier, SOMME : réel
Description : on calcule le vecteur Y par la décomposition de cholesky LY=B

  POUR I de 1 à N


SOMME=0.0


POUR J de 1 à I-1



SOMME=SOMME+Y(J)*L(I,J)


FIN POUR


Y(I)=(B(I)-SOMME)/L(I,I)

    FIN POUR

FIN PROCEDURE CALCUL_DE_Y

action : CALCUL_DE_X(L,Y,N,X)

Données :  N entier : taille de la matrice carrée, L(N,N) réel : matrice carrée de taille N, Y(N) réel : vecteur de taille N

Données / Résultats :  

Résultats : X(N) réel : vecteur de taille N 
Locales : I,J : entier, SOMME : réel
Description : on calcule le vecteur X par la décomposition de cholesky Lt.X=Y

Le vecteur X est donc la solution du système

  POUR I de N à 1 pas de -1

SOMME=0.0


POUR J de I+1 à N



SOMME=SOMME+X(J)*L(J,I)


FIN POUR


X(I)=(Y(I)-SOMME)/L(I,I)

    FIN POUR

FIN PROCEDURE CALCUL_DE_X

5 Jeu de tests

5.1   Test sur la précision
Voici un test qui nous montre que la précision des types jouent un grand rôle dans le calcul du résultat : Nous avons repris l’exemple du 3.2) en modifiant le type de données : La partie gauche concerne le calcul en double précision REAL*8 et l’autre en REAL*4.

Nous observons ici que les calculs varient dès le calcul de la matrice L lors des calculs de racines carrées.
Les matrices et vecteurs sont du 

type REAL*8

 AFFICHAGE DE A : 

 *    ( 1, 1) =   2.

 *    ( 1, 2) =   1.

 *    ( 1, 3) =   0.

 *    ( 1, 4) =   0.

 *    ( 2, 1) =   1.

 *    ( 2, 2) =   2.

 *    ( 2, 3) =   1.

 *    ( 2, 4) =   0.

 *    ( 3, 1) =   0.

 *    ( 3, 2) =   1.

 *    ( 3, 3) =   2.

 *    ( 3, 4) =   1.

 *    ( 4, 1) =   0.

 *    ( 4, 2) =   0.

 *    ( 4, 3) =   1.

 *    ( 4, 4) =   2.

  AFFICHAGE DE B

 *    ( 1) =   1.

 *    ( 2) =   0.

 *    ( 3) =   0.

 *    ( 4) =  -1.

  AFFICHAGE DE L : 

 *    ( 1, 1) =   1.41421356

 *    ( 1, 2) =   0.

 *    ( 1, 3) =   0.

 *    ( 1, 4) =   0.

 *    ( 2, 1) =   0.707106781

 *    ( 2, 2) =   1.22474487

 *    ( 2, 3) =   0.

 *    ( 2, 4) =   0.

 *    ( 3, 1) =   0.

 *    ( 3, 2) =   0.816496581

 *    ( 3, 3) =   1.15470054

 *    ( 3, 4) =   0.

 *    ( 4, 1) =   0.

 *    ( 4, 2) =   0.

 *    ( 4, 3) =   0.866025404

 *    ( 4, 4) =   1.11803399

  AFFICHAGE DE Y

 *    ( 1) =   0.707106781

 *    ( 2) =  -0.40824829

 *    ( 3) =   0.288675135

 *    ( 4) =  -1.11803399

  AFFICHAGE DU RESULTAT X 

 *    ( 1) =   1.

 *    ( 2) =  -1.

 *    ( 3) =   1.

 *    ( 4) =  -1.

  LE DETERMINANT DE A EST :   5.

Les matrices et vecteurs sont du 

type REAL*4

  AFFICHAGE DE A : 

 *    ( 1, 1) =   2.

 *    ( 1, 2) =   1.

 *    ( 1, 3) =   0.

 *    ( 1, 4) =   0.

 *    ( 2, 1) =   1.

 *    ( 2, 2) =   2.

 *    ( 2, 3) =   1.

 *    ( 2, 4) =   0.

 *    ( 3, 1) =   0.

 *    ( 3, 2) =   1.

 *    ( 3, 3) =   2.

 *    ( 3, 4) =   1.

 *    ( 4, 1) =   0.

 *    ( 4, 2) =   0.

 *    ( 4, 3) =   1.

 *    ( 4, 4) =   2.

 AFFICHAGE DE B

 *    ( 1) =   1.

 *    ( 2) =   0.

 *    ( 3) =   0.

 *    ( 4) =  -1.

  AFFICHAGE DE L : 

 *    ( 1, 1) =   1.41421354

 *    ( 1, 2) =   0.

 *    ( 1, 3) =   0.

 *    ( 1, 4) =   0.

 *    ( 2, 1) =   0.707106769

 *    ( 2, 2) =   1.22474492

 *    ( 2, 3) =   0.

 *    ( 2, 4) =   0.

 *    ( 3, 1) =   0.

 *    ( 3, 2) =   0.816496551

 *    ( 3, 3) =   1.15470052

 *    ( 3, 4) =   0.

 *    ( 4, 1) =   0.

 *    ( 4, 2) =   0.

 *    ( 4, 3) =   0.866025448

 *    ( 4, 4) =   1.11803401

  AFFICHAGE DE Y

 *    ( 1) =   0.707106769

 *    ( 2) =  -0.408248246

 *    ( 3) =   0.2886751

 *    ( 4) =  -1.11803401

  AFFICHAGE DU RESULTAT X 

 *    ( 1) =   0.99999994

 *    ( 2) =  -0.999999881

 *    ( 3) =   1.

 *    ( 4) =  -1.

  LE DETERMINANT DE A EST :   5.

5.2   Relevés des temps de calcul

Dans cette partie, nous avons utilisé le temps du processeur grâce à la sous-routine intégrée à Fortran CPU_TIME. Cette dernière nous permet de mesurer le temps de calcul que l’on veut. Pour cela nous avons placé le compteur de début avant d’exécuter la procédure puis nous avons arrêté le compteur après. Pour trouver le temps de calcul, nous avons effectué la soustraction entre ces 2 valeurs.

Nous ne comptons aucun affichage de  résultats dans notre calcul ainsi que le temps que l'on perd en complétant la matrice.

Nous avons fait varier la taille de la matrice et nous récupérons le temps de calcul de la matrice L, de Y puis de X.

Ce graphique correspond au temps total de calcul : c’est-à-dire, le temps de calcul de L, de Y puis de X cumulés.

Les tests suivants ont été réalisés sur une machine de la salle REUZE processeur Duron 750 MHz :

Voici les tableaux des valeurs relevées :
	En Réel *8
	
	
	
	

	Taille de la matrice
	Tps de Calcul de L (s)
	Tps de Calcul de Y (s)
	Tps de Calcul de X (s)
	Tps de Calcul Total (s)

	4
	négligeable
	négligeable
	négligeable
	négligeable

	100
	0,00300000003
	négligeable
	négligeable
	0,00300000003

	112
	0,00399899948
	négligeable
	négligeable
	0,00399899948

	132
	0,00699899904
	négligeable
	négligeable
	0,00699899904

	153
	0,01399800000
	0,00100000016
	négligeable
	0,01499800010

	237
	0,07598799680
	négligeable
	0,00100000203
	0,07698799880

	420
	0,78388197500
	0,00299900770
	0,00200003386
	0,78888101700

	675
	5,19221113000
	0,01299810410
	0,00199890137
	5,20720814000

	729
	7,01593301000
	0,01699686050
	0,00300025940
	7,03593013000

	817
	10,79935820000
	0,02099704740
	0,00399971008
	10,82435490000

	960
	27,03988990000
	0,05199241640
	0,00599861145
	27,09788090000

	1074
	30,79931630000
	0,04799461360
	0,00699806213
	30,85430900000

	1083
	31,02328430000
	0,04599189760
	0,00699996948
	31,07627620000

	1224
	46,84187750000
	0,06299209590
	0,00899887085
	46,91386850000

	1473
	96,18937460000
	0,11198425300
	0,01300048830
	96,31435930000

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	En Réel *4
	
	
	
	

	Taille de la matrice
	Tps de Calcul de L (s)
	Tps de Calcul de Y (s)
	Tps de Calcul de X (s)
	Tps de Calcul Total (s)

	4
	négligeable
	négligeable
	négligeable
	négligeable

	100
	0.00200000009
	négligeable
	négligeable
	0.00200000009

	112
	0.00299999979
	négligeable
	négligeable
	0.00299999979

	132
	0.00599899981
	négligeable
	négligeable
	0.00599899981

	153
	0.00999800023
	négligeable
	négligeable
	0.00999800023

	237
	0.0589910005
	 0.00100000203
	négligeable
	0.0599910025

	420
	0.600907981
	0.00300002098
	0.000999987125
	0.60490799

	675
	4.6122991
	0.0109987259
	0.00299930573
	4.62629713

	729
	5.97209279
	0.0129981041
	0.00299930573
	5.9880902

	817
	9.4435638
	0.0189971924
	 0.00399971008
	9.4665607

	960
	19.9109719
	0.0409946442
	0.00499916077
	19.9569658

	1074
	27.0628842
	0.0409946442
	0.00699996948
	27.1108788

	1083
	28.4536741
	0.0429935455
	0.00599861145
	28.5026662

	1224
	43.6183686
	0.0589904785
	0.00799942017
	43.6853585

	1473
	85.4240163
	0.0949783325
	0.0110015869
	85.5299963
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Les test suivants ont été réalisés avec un ordinateur plus puissant : Athlon XP 1600+ cadencé à 1.4 Ghz

Les Temps de calcul sont donnés en secondes.

Nous avons repris les mêmes conditions de l’expérience précédente
	Type Reel *4
	
	
	

	Taille 
	Tps Calcul de L
	Tps Calcul de Y
	Tps Calcul de X
	Tps Calcul Total

	4
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000

	48
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000

	112
	0,0049980000
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0049980000

	132
	0,0069990009
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0069990009

	153
	0,0109980004
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0109980004

	237
	0,0399940014
	0,0000000000
	0,0009999983
	0,0409939997

	420
	0,2879559990
	0,0019989908
	0,0010000169
	0,2909550070

	675
	1,3907889500
	0,0069990158
	0,0030000210
	1,4007879800

	729
	1,7927279600
	0,0079990625
	0,0029989481
	1,8037259800

	817
	2,7635790900
	0,0109980106
	0,0039999485
	2,7785770500

	960
	6,4720159800
	0,0159969330
	0,0060000420
	6,4940129500

	1074
	7,6208410000
	0,0199971199
	0,0089988709
	7,6498369900

	1083
	7,9467921900
	0,0209970474
	0,0079984665
	7,9757877000

	1224
	11,4532588000
	0,0239963531
	0,0099992752
	11,4872544000

	1473
	23,5184240000
	0,0399932861
	0,0149993896
	23,5734167000

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	Type Reel *8
	
	
	

	Taille 
	Tps Calcul de L
	Tps Calcul de Y
	Tps Calcul de X
	Tps Calcul Total

	4
	0,0009999999
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0009999999

	48
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0000000000

	112
	0,0049990001
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0049990001

	132
	0,0079980008
	0,0000000000
	0,0000000000
	0,0079980008

	153
	0,0119980006
	0,0000000000
	0,0010000002
	0,0129980007

	237
	0,0419939999
	0,0009999983
	0,0010000020
	0,0439940002

	420
	0,3129520000
	0,0029990077
	0,0009999871
	0,3169509950

	675
	2,2736539500
	0,0089991093
	0,0049989224
	2,2876519800

	729
	2,9405529100
	0,0119981766
	0,0049989224
	2,9575500100

	817
	4,3073449300
	0,0149979591
	0,0069990158
	4,3293419100

	960
	14,1878438000
	0,0399942398
	0,0089988709
	14,2368369000

	1074
	10,8993418000
	0,0259962082
	0,0119991302
	10,9373372000

	1083
	11,1972982000
	0,0269956589
	0,0119981766
	11,2362920000

	1224
	14,6707696000
	0,0279960632
	0,0159969330
	14,7147626000

	1473
	30,3033938000
	0,0499916077
	0,0219974518
	30,3753829000

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	Taille 
	Tps Calcul Total Reel 4
	Tps Calcul Total Reel 8
	
	

	4
	0,0000000000
	0,0009999999
	
	

	48
	0,0000000000
	0,0000000000
	
	

	112
	0,0049980000
	0,0049990001
	
	

	132
	0,0069990009
	0,0079980008
	
	

	153
	0,0109980004
	0,0129980007
	
	

	237
	0,0409939997
	0,0439940002
	
	

	420
	0,2909550070
	0,3169509950
	
	

	675
	1,4007879800
	2,2876519800
	
	

	729
	1,8037259800
	2,9575500100
	
	

	817
	2,7785770500
	4,3293419100
	
	

	960
	6,4940129500
	14,2368369000
	
	

	1074
	7,6498369900
	10,9373372000
	
	

	1083
	7,9757877000
	11,2362920000
	
	

	1224
	11,4872544000
	14,7147626000
	
	

	1473
	23,5734167000
	30,3753829000
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Nous voyons sur ces deux graphiques que quelque soit le processeur utilisé, le calcul en mode real*4 est plus rapide que le temps de calcul en mode REAL*8
Le relevé sur la matrice de taille 960 par 960 en real*8 ne correspond pas à la valeur attendue. Cela a été engendré par le nombre d’éléments de la matrice. Cette matrice comporte un nombre élevé d’éléments 8402. Nous avons laissé cette valeur pour montrer que le temps de calcul dépend aussi du nombre d’éléments entrés de la matrice
Sur ces 2 expériences nous voyons que le temps de calcul varie aussi en fonction de la vitesse du processeur.
6 Pour aller plus loin 

Les différentes factorisations obtenues par la méthode de Gauss ou Cholesky :

( A = LU 

( A = LDLT 
( A = LLT

Facilitent certains calculs à savoir :

Le calcul du déterminant de A et aussi le calcul de la matrice inverse A-1  de A .

En effet :
A = L.LT
A-1 = (L.LT  )-1 

      =  (LT)-1 .L-1
      =  (L-1) T .L-1
Il suffit donc de calculer  L-1 pour obtenir A-1 . Le calcul  de L-1 est beaucoup plus facile car L est une matrice triangulaire et on sait déjà que  L .L-1 =  I 

Exemple de calcul d’une matrice inverse :

Soit la matrice A=
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Calculons A-1 :

A = L.LT  tels que  L = 
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 ; le calcul de L-1  nous donne au départ :  

 L-1 = 
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  ensuite on fait le produit  L .L-1  et par identification à I on calcule 

                                        a, b, c.

L .L-1 = I (
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A-1 =  (L-1) T .L-1   (  A-1 =
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A-1 =
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Ce qui  vérifie que l’inverse A-1 d’une matrice symétrique A est toujours une  matrice symétrique.
Historique

Pour répondre à un certain nombres de problèmes que l'on rencontre dans les questions de compensation des réseaux géodésiques (voir annexe II) dont Cholesky eut à s'occuper, on mesure des angles et des longueurs qui sont astreints à vérifier des équations de condition qui expriment le fait par exemple que la somme des angles d'un triangle doit être égale à une valeur connue (supérieure à 180' pour tenir compte de la sphéricité de la terre) et que les longueurs quelque soit l'ordre dans lequel les mesures sont effectuées. On arrive alors à un système linéaire ayant plus d'inconnues que d'équations. On les résout au sens des moindres carrés, ce qui conduit à un système carré avec une matrice symétrique définie positive.

Cholesky ne publia jamais ces travaux, malgré des rapports qu’il a rédigé sur les opérations de nivellement de précision qu'il dirigeait en Algérie et en Tunisie. En fait c'est une nouvelle méthode pour le calcul de la correction de mire qui y est donnée et on est loin de la fameuse méthode.

Il faut attendre 1924 (bien après la mort de Cholesky), pour que ses travaux mathématiques soient exposés .

Puis il faut attendre l'après 2ème guerre mondiale, pour voir la méthode de Cholesky exhumée de l'oubli par un certain John Todd qui donnait un cours d'Analyse numérique au King's College de Londres en 1946. Enfin, la première analyse mathématique sérieuse de la méthode est le fait de Huskey et Wilkinson dans un article de 1948, puis c'est Allan Turing, en personne, qui étudia sa stabilité numérique.
conclusion

La réalisation de l’étude nous a permis de mettre en évidence l’importance du choix des types de données ainsi que d’apprécier les propagations d’erreurs de calculs. Nous avons observés que le temps de calcul pouvait être modifié à tout moment suivant un paramètre donné. Ce projet nous a donc permis de prendre conscience de l’importance de l’analyse, de la méthode ainsi que de la répartition des tâches dans le cas de la réalisation d’un projet informatique.

Annexe

Résolution du problème de moindres carrés
On considère un système de M équations à N inconnues (M > N) Ax = b. On veut obtenir une ou plusieurs solutions telles que la norme ( ||Ax - b||2 )2 soit minimale avec

( ||b2|| )2 = 3i=1 to n(bi)2.

On a le résultat suivant :

Théorème 1 Soit A une matrice de format (M, N) avec M > N et b un vecteur de RM. Une condition nécessaire et suffisante pour que x RN réalise le minimum de

E(x) = ( ||Ax - b||2 )2

est que : ATAX = AT b.

Ce système admet toujours au moins une solution. Si la matrice ATA est régulière, c'est-à-dire si le rang de A est égal à N, alors le solution est unique.

Les équations ATAX = AT b s'appellent les équations normales. Un façon de résoudre les problèmes de moindres carrés est donc de calculer la matrice ATA. et le second membre AT b puis de résoudre le système linéaire. On peut utiliser les méthodes itératives (méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel,... ) ou factoriser la matrice symétrique sous la forme LTDL si ATA est semi définie positive ou sous la forme LTL si ATA est définie positive.

La géodésie

 

La géodésie est l'étude de la forme de la Terre.

L'hypothèse d'une Terre en forme de boule remonte à l'antiquité. La première mesure du rayon de cette supposée sphère est l'oeuvre d'Erathosthène vers 240 av. J.C. qui détermina sa valeur avec une précision de l'ordre de 10%. Des cosmographes arabes reprendront cette mesure au IXème siècle.

Le XVIIème siècle sera celui d'un progrès considérable : l'utilisation de triangulation, basée essentiellement sur des mesures d'angles et de distances entre points en interversibilité, et en utilisant les ressources de la trigonométrie pour les calculs (Jean Picard, astronome, 1620-1682).

Donc L =





A =





B =





         y  =





x   =
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graphe2

		Taille Matrice		Temps Total Calcul en secondes Real*8		Temps Total Calcul en secondes Real*4

		4		0.000000000000		0.000000000000

		100		0.003000000030		0.002000000100

		112		0.003998999500		0.002999999800

		132		0.006998999000		0.005998999800

		153		0.014998000100		0.009998000200

		237		0.076987998800		0.059991002500

		420		0.788881017000		0.604907990000

		675		5.207208140000		4.626297130000

		729		7.035930130000		5.988090200000

		817		10.824354900000		9.466560700000

		960		27.097880900000		19.956965800000

		1074		30.854309000000		27.110878800000

		1083		31.076276200000		28.502666200000

		1224		46.913868500000		43.685358500000

		1473		96.314359300000		85.529996300000
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tempsAthlon

		Type Reel *4

		Taille		Tps Calcul de L		Tps Calcul de Y		Tps Calcul de X		Tps Calcul Total

		4		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000

		48		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000

		112		0.0049980000		0.0000000000		0.0000000000		0.0049980000

		132		0.0069990009		0.0000000000		0.0000000000		0.0069990009

		153		0.0109980004		0.0000000000		0.0000000000		0.0109980004

		237		0.0399940014		0.0000000000		0.0009999983		0.0409939997

		420		0.2879559990		0.0019989908		0.0010000169		0.2909550070

		675		1.3907889500		0.0069990158		0.0030000210		1.4007879800

		729		1.7927279600		0.0079990625		0.0029989481		1.8037259800

		817		2.7635790900		0.0109980106		0.0039999485		2.7785770500

		960		6.4720159800		0.0159969330		0.0060000420		6.4940129500

		1074		7.6208410000		0.0199971199		0.0089988709		7.6498369900

		1083		7.9467921900		0.0209970474		0.0079984665		7.9757877000

		1224		11.4532588000		0.0239963531		0.0099992752		11.4872544000

		1473		23.5184240000		0.0399932861		0.0149993896		23.5734167000

		Type Reel *8

		Taille		Tps Calcul de L		Tps Calcul de Y		Tps Calcul de X		Tps Calcul Total

		4		0.0009999999		0.0000000000		0.0000000000		0.0009999999

		48		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000		0.0000000000

		112		0.0049990001		0.0000000000		0.0000000000		0.0049990001

		132		0.0079980008		0.0000000000		0.0000000000		0.0079980008

		153		0.0119980006		0.0000000000		0.0010000002		0.0129980007

		237		0.0419939999		0.0009999983		0.0010000020		0.0439940002

		420		0.3129520000		0.0029990077		0.0009999871		0.3169509950

		675		2.2736539500		0.0089991093		0.0049989224		2.2876519800

		729		2.9405529100		0.0119981766		0.0049989224		2.9575500100

		817		4.3073449300		0.0149979591		0.0069990158		4.3293419100

		960		14.1878438000		0.0399942398		0.0089988709		14.2368369000

		1074		10.8993418000		0.0259962082		0.0119991302		10.9373372000

		1083		11.1972982000		0.0269956589		0.0119981766		11.2362920000

		1224		14.6707696000		0.0279960632		0.0159969330		14.7147626000

		1473		30.3033938000		0.0499916077		0.0219974518		30.3753829000

		Taille		Tps Calcul Total Reel 4		Tps Calcul Total Reel 8

		4		0.0000000000		0.0009999999

		48		0.0000000000		0.0000000000

		112		0.0049980000		0.0049990001

		132		0.0069990009		0.0079980008

		153		0.0109980004		0.0129980007

		237		0.0409939997		0.0439940002

		420		0.2909550070		0.3169509950

		675		1.4007879800		2.2876519800

		729		1.8037259800		2.9575500100

		817		2.7785770500		4.3293419100

		960		6.4940129500		14.2368369000

		1074		7.6498369900		10.9373372000

		1083		7.9757877000		11.2362920000

		1224		11.4872544000		14.7147626000

		1473		23.5734167000		30.3753829000
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Tps Calcul Total Reel 8

Tps Calcul Total Reel 4

Taille de la matrice

Temps de calcul en secondes

Temps de calcul du systeme Ax=b par la méthode de Cholesky suivant la taille de la matrice
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